Erdélyi Magyar Altalinos Iskolik Matematika Olimpidja

Szatmdr megyei szakasz, 2018. januar 19.

VI. osztaly

Osszedllitotta és szerkesztette: Polcz Zita

1) Tétel
Négy kiilénb6z6 primszadm 6sszege 33.
a) Igazold, hogy a szorzatuk péros szdm!
b) Keress négy ilyen primszamot, ha szorzatuk oszthat6 az dsszegiikkel!

¢) Mennyi lehet négy ilyen primszam szorzatédnak legkisebb és legnagyobb értéke?

2) Tétel
a) Egy négyjegyti természetes szam utolsé szimjegye 7. Ha a 7-es szamjegyet az egyes
helyi értékrél athelyezziik az ezres helyi értékre, akkor a kapott szam 2826-tal
nagyobb, mint az eredeti szdm. Mennyi a szamjegyek Gsszege a kapott szamban?

b) Hatarozd meg az 55" sz4m 13-mal valo osztasi maradékat! (neN)

3) Tétel
Adott az AOB hegyesszog. [0C és [0D olyan félegyenesek, amelyekre [0C L [0Aés
[0D L [0B tigy, hogy az AOC és BOD belst tartoményénak nincs kozds pontja.
a) Igazold, hogy az AOB és COD kiegészitd szogek!
b) Ha [OM az AOB szogfelezéje, [ON pediga COD szogfelezbje, akkor az M, O és N
kollinearis pontok.

¢) Legyen [OP az BOC szogfelezje. Igazold, hogy az NOP mértéke allando,
fiiggetleniil az Z0B mértékétol!

Minden helyes megoldésért 10 pont jar.
Munkaid§ 2 éra.
Feladatonként egy pont jar hivatalbol.
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V. osztaly

Szerkesztette és osszeallitotta.:
1 {26 +2 (43 4122 . (15 3z)]} =
) C szémjegyeket, melyekre ghbg +abab 4 ¢ = 2016.

a 12, Sziiletésnapjét. Amil
7 évesek lesznek. Melyik &

1. a) Oldq meg az e
b)

Koczinger Eva

gyenletet: 103
Hatarozq meg az q, b

2. a) Bens ebhep az év
éves lesz, mint Beng most, 5
b) Hatarozd meg
illetve 12-ve] osztva, hay

ben linneplj
kkor egyiitt 2
azokat a nullate]

» amelyeket 15-tel,

» maradéky] pedig 9-et, illetye 6-ot.
3. Tekintsiik

a kovetkezg sorozatot:

00 Q M E 05
o 00 0o 0O0Qo
’ D . D 1 D D y
O
a) Folytasd a Sorozatot a kovetkezg két taggal!
b) Hany kis négyzethel

all a 63. tag?
¢) Hanyadik ay, a tag, amelyik 231 kis négyzethsl 4117

etben a 27.
23-mal na
hanyszor j

4. Egy képernyén kezd
szamjegyeinek a Szorzatanal

€S szam jelenik meg, majd 1 perc utan mindig a szdm
i 6ra milva? Az 1 6ra alatt

8Yobb szam jelep;) meg. Hanyas szam lesz a képernyon
elenik meg 3 képerny6n a 3-as Szamjegy?

Megoldésok

1. a) Az egyenlet rendre igy alakithatg:

264243 4 192 . (15 — 32)) = 1000 : 4 <=
= 2[64 4144 : (15— 3r)] =224 64+ 144 . (15 - 32) = 1192 =
<= 144 (15 — 3z) = 48 = 15-3z =3
b) A feladat alapjan q

= =4
<1 a# 0, tehat q — 1.
Az adott egyenlet egyenértéky g kéve

tkezgvel: b1b + bb1 +c¢ =16, ahonnan b = 0,c=5
96
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2. a) Amikor :‘\m}a 12 F‘ms lesz, akkor kettGjiik életkoranak osszege 27, ami 3-mal tobb
mint 24, tehdt Bené 3 évvel idésebb. Ezért Anna idén 9 éves. tehat 2(J(i7-)lwn. sziiletett ,

b) A maradékos osztéas tételet alkalmazva, az n szam léa +9 illot,vé i21; + 6’ ull.’"l‘l.{fx ahol
absh szamjegyek. 9 [ ’

Az els6 esetben n lehetséges értékei: 15149 = 24, 15.2+9 = 39. 54. 69. 84, 99, 114
129, 154. ’ S N L

A masodik esetben n értékei: 12146 = 18, 122 4+ 6 = 30, 42, 54, 66, 78, 90, 102, 114

Tehat n értékei: 54 és 114, p S By Ty Wy By SRS B
O 0 g B O
0 0 O
O

ooad
I o

3. a) A kovetkezd két tag: és

oogod
1 o o
1 T o o
ooooo

6!13) Azl tagl,a2.tagl+2=3,a3 tagl+2+3=6,263 tagl+2+3+...+63=
93;2,_ — 9016 kis négyzetbdl 4ll.

n(n+1)

c)Azn. tag1+2+...+n= >

n=2L

4. Az 1. percben a 27 jelenik meg, a 2. percben 14 + 23 = 37, a 3. percben 21+ 23 = 44,
a 4. percben 16 + 23 = 39, az 5. percben 27 + 23 = 50, a 6. percben 0+23 = 23, a 7. percben
6+ 23 =29, a 8. perchben 18 + 23 =41, a 9. percben 4 + 23 = 27 ismét.

A kapott nyolc szam ismétlédik nyolc percenként. Mivel 1 ora = 60 perc, 60 = 8- 7 + 4,
ezért a sorozat 4. szama, 39 lesz lathato.

Nyolc perc alatt haromszor jelenik meg a 3-as. A szamsorozat hétszer ismétlédik meg, és
még megjelenik az elsé négy szam 27, 37, 44, 39. Osszesen 7-3 42 = 23-szor jelenik meg a 3-as
az els6 ora alatt.

=231 < n(n+1) =462 = 21-22, tehat

VI. osztaly

Szerkesztette és osszeallitotta: Polcz Zita

1. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket:

a) (22016 _ 92015) . 92014 —

b) 2,1(6)+1% : (3)} (2— %)2—9-20160 —

2. Két haromjegyt szam dsszege oszthato 37-tel. Ha ezt a két szamot egymés mellé irjuk,
egy hatjegyii szamot kapunk. Igazoljuk, hogy ez a hatjegyti szam is oszthato 37-tel!

3. Adottak az A;, As, ..., Ao pontok egy egyenesen gy, hogy A4, = 2 cm,

ApAs =22 cm, ..., AsgrsAsns = 22" cm.
a) Szamitsuk ki az [A;Ag] és Ay Asgrg) szakaszok hosszéat!
b) Szamitsuk ki az [AgAss) szakasz hosszdt, € igazoljuk, hogy a kapott szém oszthato

15-tel!

4. Az A,0 & D pontok kollinearisak, O € (
szogek, (OC € Int (BOD), m(BOC) = 5m(AOB), 3m(
0Q L OM, ahol Q € Int (MOD).

a) Szamitsuk ki az AOB i BOC és COD mértéekét!

. /_\ '
b) Igazoljuk, hogy (OQ szogfelezGje a COD-nek!

—_—

AD), AOB ¢és BOC egymés melletti
BOC) = 5m(COD), AOM = MOC,
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Megoldasok
1¢a) 2992 & 1) ¢'gM =2,
13 9\ 36 48 3
—4-) ==-9=—-9=-.
b) (6 +2> % 0= 5

2. Tudjuk, hogy 37 | abc + def. Legyen A = abcdef, akkor A = abedef = abc000 +def =
= 1000 - abc + def = 999 - abc + (abe + def) = 27 - 37 - abc + (abc + def), ami oszthaté 37-tel.

3.a) AyAg=24+224+28 4+ 2¢ 4 25 =26 — 2 =62 (cm),

AiAgois =2+ 2% +... + 22015 = 22016 _ 3 (cm).

b) A3A28 = A1A28 = A1A8 = (228 - 2) - (28 — 2) = 228 = 28 = 28(220 = 1) (cm)

Mivel u(2%) — u(28) = 0, ezért 22° — 28 oszthato 5-tel (1).

Tovabba AgAss = 224+ 29 4+ ... 4227 = 285(1 +2) + 201 +2) +... +2%(1+ 2) =
=3(2% + 219+ ... +2%), ami oszthaté 3-mal (2).

Mivel (3,5) = 1, ezért (1) és (2) alapjan kovetkezik, hogy az [AsAss] szakasz hossza egy
olyan természetes szam, amely oszthato 15-tel.

4. a) Legyen m(A/O\B) = z. Ekkor m(B/OE) =5, m(@) =3z =
= 2+ 5z 43z = 180° = z = 20° = m(AOB) = 20°, m(BOC) = 100°, m(COD) = 60°.
b) m(MOC) = 60° = m(COQ) = 30°, m(QOD) = 30°, tehat (OQ szogfelezd.

VII. osztaly

Szerkesztette és dsszeallitotta: Koczinger Eva

1. a) Szamitsd ki: [(—%)3 (=35 + (-%)3 . (—2)5] i 8=

b) Igazold, hogy: ]1 - \/§| + ]\/5— \/§| +...+ |\/9_9— \/F)m eN.

¢) Hatérozd meg a [2016 — |z + 1|| = 1 egyenlet megoldésainak Gsszegét!

d) Egy téglalap alaki telket négyzet alakiiva egészitiink (a lehetS legkisebbre, az egyik
oldala mentén). Ha a négyzet teriilete 36 m?-rel nagyobb, mint az eredeti teriilet, hat4rozd meg
a téglalap méreteit, tudva, hogy azok természetes szimok!

2.a)Haa=2- V3 és b= 2+ /3, szamitsd ki a két szam szAmtani és mértani kozepét,
majd hasonlitsd &ssze a kapott erdményeket!

b) Igazold, hogy v/20 + /30 < 10.

¢) Igazold, hogy v1-2+v2-3+...4 /99100 < 5000.

3. Az ABCD trapézban AD = BC, O az 4tlok metszéspontja. Ha m(m) = 120°,
és M, N, P az [OA], [OD], illetve [BC] szakasz felez6pontja, igazold, hogy M NP haromszog
egyenl6 oldala.

~ ~

4. Az ABC haromszoghen m(B) = 45° és m(C) = 30°. Legyenek A’, B és C' az A, B, C
pontoknak a szemben fekvé oldalakra vonatkozé szimmetrikusai. Tudjuk, hogy BB’ N CC' =
= {P}. Igazoljuk, hogy:

a) a P, A, A’ pontok kollineérisak;

b) a B'BC haromszdg egyenls oldali;

c) ABA'A = AB'C'A.
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MegOIdésok

1.2) (3420 :13=1,

D) S=v2-1+v38-va+. | oo
¢) Az egyenlet egyenértékii a kﬁvetkezﬁvel:
2016 — |z +1| =£1 = |5 4 1] = 2015 vagy |z + 1| = 2017.

Ha |z + 1| = 2015, akkor ¢ +1 = 2015
Iy = —2016. Ha |z + 1| = 2017, akkor T3 = 2016vaé§yzf =+ —120=18—2015, i
A megoldésok Gsszege 2014 — 2016 + 2016 — 2018 = -4 '
d) A téglalap méretei y < z, a to 24

2=3+2y <= (z—y)z =36, ahol

@=10—1=96N.

téglalap teriilete 7y, a négyzet teriilete 22. Ekkor

g . T=y<z. Mivel 36 =1-36=2-18=3-12=4.
a téglalap lehetséges méretei: (36, 35), (18,16), (12,9) 0.5) 6=2-18=3-12=4.9,
a+b i

2.a)ma=T=2,mg=\/a_b=1,ma>mg.

b) Alkalmazva a szdmtani és mértani koze

1B pek kozotti egyenl6tlenséget, kapjuk, hogy
m<—=§és¢§a<ﬂ=ﬂ

2 5 2,ahonnan\/%+\/?ﬁ<g+l—21=10.
c) Hasonl6an a b) ponthoz:
A 24+VZ 34+ 4+ T00< 348, 7, 19 _(3+199).99 101-99
10000 — 1 2 2 2 2 4 2
= —— < 5000.
2
D C 3. Legyen Q az [OB] felez6pontja. A feltevés alapjan az OMQ
W haromszog egyenls oldaly, igy m(MQO) = 60°, valamint QP || OC
}\ (kozépvonal a BOC' haromszogben), ezért m(OQP) = 60°. Ekkor
A P PQM = MON.
OA , OD
Tovabbad QM = OM = — ¢ QP =0N= -

Tehat QMPA = OMNA (1), igy (MP) = (MN).

Az (1) alapjan QMP = OMN = m(NMP) = m(OMQ) = 60°. ' ;
Tehat az M N P haromszog egyenld szari, és egyik szogének mértéke 60°, igy a haromszog
egyenlé oldald.

4. a) A feladat alapjan BB’ L AC, R
CC' L AB és BB' N CC' = {P}, tehat P
az ABC haromszég magassagpontja. Mivel B
AA’ 1 BC és a magassagok osszefuto egyene-
sek, ezért az A, A’ és P pontok kollinearisak.
b) A CBB' haromszoghen AC oldal-
felezs mersleges, ezért [B'C] = [EC\], tehat
2 héromszig egyenls szara és m(BCB’ )= ’
=2-30° = 60°, igy B'BC egyenls oldali

héromszg. ’
' ¢) Tudjuk, hogy [AB] = I[AB] &
[C’A] = [AC’] = [AA'] C|

Tovébbs m(B'AB) = 2 - 75° = 150° &
m(C’AA’) = 360° — (m(C’AC) + m(CAA )) =
= 360° — (150° + 60°) = 150° =
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= m(CAB) = m(C'AA) — m(BAA) = 150° —45° = 105° = ____
— m(BAC") = m(BAB) — m(C'AB) = 150° — 105° = 45° = m(BAA).
Tehat ABA'A = AB'C'A.

VIII. osztaly
Szerkesztette és Osszedllitotta: Polez Zit,

1. Igazold, hogy az n = 2009° + 2010° + 20113 + 20123 + 2013% + 20143 + 2015° + 20163

szam oszthaté 161-gyel!
k halmazén az 5(2z2 +y2) +6y(2z + 1) = 4z — 13 egyenletet

2. a) Oldd meg a val6s szamo
z € Ry esetén!

b) Igazold, hogy (x + 2)(2y + 3)(3z +4) = 96\/Ty2, barmely z,y,

3. Az ABCD téglalap sikjara a D pontban egy M D merdlegest emeliink. Legyen N a7
[MB], P pedig az [MC)] felez6pontja. Igazold, hogy:

a) az NDC haromszog egyenld szért;

b) az AM egyenes parhuzamos a (BPD) sikkal.

4. Az ABCDA'B'C'D’ kockéban M az [AB], N pedig a [B'C] felez6pontja. Igazold, hogy
az M N egyenes

a) parhuzamos a (DAB’) sikkal;

b) merdleges a (CB'D’) sikra.

Megoldasok

1. Ismert az a3 + b® = (a + b)(a® — ab + b?) képlet, ahonnan (a® 4 %) : (a + b). Tehat
A = (20093 + 2016°) : (2009 + 2016) = A:4025 = A:(161-25) = A:161. Hasonléan
B = (2010° +2015%) : (2010 + 2015) = B:4025 = B:(161 -25) = B:161,
€ = (20112 + 20143):161 és D = (20123 + 2013%) : 161.
Ekkor n = 20093 +2010%+2011% 420123 +2013% 4 2014% 4-2015% + 2016° = A+ B+C+D.
Tehét n:161.
2. a) Az egyenlet egyenértékii a kévetkezs egyenlettel:
(x-2%+Br+2y)?+[y+3)0°=0 < z=2¢éy=-3.
b) Mivel z,y, 2 € R} és m, > my, ezért
(€+2)>2v2z, (2y+3)>2V6y, (32+4)>2/12z
A harom egyenl6tlenséghdl kovetkezik, hogy (z +2)(2y + 3)(32 +4) > 8 V1dzyz = 96,/7Yz-

3. a) Az M DB derékszdgti haromszoghen (DN) az M

atfogohoz tartozo oldalfelezs, igy DN = < Hasonléan

az MCB derékszogti haromszogben CN = g Tehat P
az NDC' héromszdg egyenls szari, (DN) = (CN).

b) Legyen ACNBD = {O}. A CAM haromszdgben N
P az (MC), O pedig az (AC) oldal felezépontja, ezért
(PO) kozépvonal, tehat PO || AM. De PO c (BPD)
igy AM || (BPD). ’
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|
D, = & 4E-1 1%:) Legyen CMnpy = {P}
' o .
' ; 5 c(; é’ﬁi\lf A'=CBMA, ahonnan (PM) = (CM).
| N de PB : lgizllzzlogbex} (MN) kbzépvonal, igy M N | PB,
o B & : ), ezért MN || (DAB).
/)___ 7. Nc ' ZB{\/IB 8 h”z’u‘omszég egyenl§ szara, (MB') = (MQC),
Bt L 2O feleaSpontia, ezért MN magassag is 2 MB/C
/M B aromszoghen. Ebhg] kévetkezik, hogy MN 1 B'C (L)
p A kocka élhossza a, akkor MN = &3 D'N = a_\/(_i
Bt 3_(1 2 2 ?
A D'MN héaromszégben D' M2 — D N22+ MN?2

1175 & ikromalie derékszijgﬁ, TN 4. D & , igy Pitagorasz tételének forditott tétele

Az (1) és (2) merGlegességek alapjan MN | (CB'D).

Miihelysarok

CSUKLOS NEGYSZOGEK

Olosz Ferenc tanar, Szatmarnémeti

Tanulméanyozva Reiman Istvan kényvét ([2].), felfigyeltem a csuklés sokszogekre, és ott
olyan tulajdonsagokra is leltem, amelyek IX. osztalyban, mint feladatok, jol hasznosithatok.

Abbol indulunk ki, hogy a sikmértanban egyediili merev sokszog a haromszdg. Ez azt je-
lenti, hogy ha adott harom olyan szakasz, amelyeknél barmelyik kisebb a mésik ketts 6sszegénél,
akkor az ezekbdl alkothaté haromszogek kongruensek egymaéssal (ha megadjuk e szakaszok
osszerakési sorrendjét, akkor egy és csak egy haromszog épithets). A haromszogekkel torténd
merevitésre az altalanos iskolai tankonyvek is adnak példat (hidak, fém tartogerendak, kertka-
puk). A tanar felhivhatja arra is a figyelmet, hogy napjain'kban az épitészetben elterjedt az
acélbol vagy vashetonbol késziilt diagrid (diagonal grid roviditése) s.zerkez'e‘t.ek h?.s%nélata. E
sajatos elrendezésti haromszog alakzatok elsGsorban a kiilsé felszinen blztosigalf az epulet.elf §taj
bilitasat, s ezaltal jelentds belss terek szabadulnak fel, s maga a’szerke:zet l.a"t.vanya is esztétikai
élményt nyuajt. Példaként a New York-i Hearst Tower felholfarcolot EIllllltth‘]ljk, de az interneten
a diagrid cimszénal szamos ilyen épiilet és tetgszerkezet képe megtelfmth‘eto. ’ |

A haromnal tébboldalt sokszogeknél az oldalak és azok sorfendje mAr nem Pa‘ta‘rozza meg
egyértelmifen a sokszoget. Ez azt jelenti, hogy ha négy vagy tobb adott‘ h(l){S"S‘Z}Iia%gu Szt*}k"flsﬁ
adott sorrendben csuklokkal rogzitjiik egymashoz, akl’<o’r az oldalak c§uklok1 orii 1; orgilt an;c‘l’:l
valtoztathatjuk a sokszoget. A csuklos sokszog létezésének az a feltétele, hogy barmely o

kisebl legyen, mint a tobbi oldal osszege.
Ha egy csuklds négyszog egy helyzetében
Ez azzal igazolhato, hogy a paralelogr
oldalak csuklok koriili forgatasa soran azok hossz
oldalak kongruensek maradnak, tehat a négyszog 1

paralelogramma, akkor minden helyzetében az.
amma szemben fekvé oldalai kongruensek és az
a nem valtozik, igy a négyszogben a szemkozti
negmarad paralelogramménak.
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