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1.Feladat 

Adottak az 𝐴 = (
1 1 2
0
0

1
0

3
0

) , 𝐵 = (
𝑥
𝑦
𝑧

)  é𝑠 𝐶 = (
2017

1
0

)  mátrixok, ahol 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅.  

Oldjuk meg az 𝐴2018 ∙ 𝐵 = 𝐶 egyenletet! 

 

2.Feladat 

 

Adott az (𝑥𝑛)𝑛>0 valós számsorozat, melynek általános tagja 𝑥𝑛 =
1

12 + 
1

22 +
1

32 + ⋯ +
1

𝑛2 . Tudva, hogy 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 =
𝜋2

6
 , számítsuk ki a következő határértékeket: 

a) 𝑙1 = lim
𝑛→∞

(
1

12 +  
1

32 +
1

52 + ⋯ +
1

(2𝑛−1)2) 

b) 𝑙2 = lim
             𝑛→∞

(
5

12 ∙ 22 + 
41

42 ∙ 52 + ⋯ +
18𝑛2−18𝑛+5

(3𝑛−2)2 ∙ (3𝑛−1)2) 

 

3.Feladat 

 

Az ABC háromszögben az AD szögfelező és a BE oldalfelező a P pontban metszi egymást.

( , ).D BC E AC   Az AB és CP egyenesek metszéspontja az F pont. A  B ponton át a CF egyeneshez 

húzott párhuzamos a DF egyenest az M pontban metszi. Igazold, hogy DM = BF. 

 

4.Feladat 

 

Egy sportversenyen 15 csapat vett részt, és minden csapat minden csapattal egyszer mérkőzött. A 

győzelemért 3, a döntetlenért 2, a vereségért 1 pont járt. A verseny végén minden csapatnak más volt a 

pontszáma, az utolsó 21 pontot szerzett. Bizonyítsuk be, hogy a legtöbb pontot gyűjtött csapat legalább 

egyszer döntetlenül mérkőzött! 

 

 

 

Megjegyzések: 

- Minden feladatot részletesen oldj meg, indokold meg válaszaidat! 

- Munkaidő 3 óra. 

- Minden feladat helyes megoldása 10 pontot ér. 

- Lényeges általánosításokért és az elsőtől lényegesen különböző megoldásokért egy feladatra legfeljebb 5 plusz-pont 

jár. 
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1. Feladat 

Adottak az 𝐴 = (
1 1 2
0
0

1
0

3
0

) ,   𝐵 = (
𝑥
𝑦
𝑧

)  é𝑠 𝐶 = (
2017

1
0

)   mátrixok, ahol 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅.  

Oldjuk meg az 𝐴2018 ∙ 𝐵 = 𝐶 egyenletet! 

 

Megoldás: 

Matematikai indukcióval igazolható, hogy: 𝐴𝑛 = (
1 𝑛 3𝑛 − 1
0
0

1
0

3
0

)……………………….………4p 

Az (
1 2018 6053
0
0

1
0

3
0

) ∙ (
𝑥
𝑦
𝑧

) = (
2017

1
0

)  egyenletből kapjuk, hogy: 

 𝑥 + 2018𝑦 + 6053𝑧 = 2017,  𝑦 + 3𝑧 = 1 é𝑠 𝑧 ∈ 𝑅 …………………………………….………2p 

 Végül: 𝑥 = 𝑧 − 1, 𝑦 = 1 − 3𝑧,   𝑧 ∈ 𝑅 

Tehát: 𝐵 = (
𝑧 − 1

1 − 3𝑧
𝑧

) , 𝑎ℎ𝑜𝑙 𝑧 ∈ 𝑅 ………………………………………………….………………3p 

Hivatalból…………………………………………………………………………………………….1p 

 

2. Feladat 

Adott az (𝑥𝑛)𝑛>0 valós számsorozat, melynek általános tagja 𝑥𝑛 =
1

12 + 
1

22 +
1

32 + ⋯ +
1

𝑛2 . Tudva, hogy 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 =
𝜋2

6
 , számítsuk ki a következő határértékeket: 

a) 𝑙1 = lim
𝑛→∞

(
1

12 + 
1

32 +
1

52 + ⋯ +
1

(2𝑛−1)2) 

b) 𝑙2 = lim
             𝑛→∞

(
5

12 ∙ 22 +  
31

42 ∙ 52 + ⋯ +
18𝑛2−18𝑛+5

(3𝑛−2)2 ∙ (3𝑛−1)2) 

Megoldás: 

a) Mivel: 𝑥2𝑛 =
1

12 + 
1

22 +
1

32 + ⋯ +
1

𝑛2 +
1

(𝑛+1)2 + ⋯ +
1

(2𝑛−1)2 +
1

(2𝑛)2 =  

=
1

12 +  
1

32 +
1

52 + ⋯ +
1

(2𝑛−1)2 +
1

4
∙ (

1

12 + 
1

22 +
1

32 + ⋯ +
1

𝑛2)……………..……2p 

 

Kapjuk, hogy:  
1

12 +  
1

32 +
1

52 + ⋯ +
1

(2𝑛−1)2 =  𝑥2𝑛 − 
1

4
∙ 𝑥𝑛 ……………………1p 

 

Tehát: 𝑙1 =
𝜋2

6
−

𝜋2

24
=

𝜋2

8
 …………………………………………………………1p 



 
 

b) Észrevesszük, hogy: 
18𝑛2−18𝑛+5

(3𝑛−2)2 ∙ (3𝑛−1)2 =
1

(3𝑛−2)2 +
1

(3𝑛−1)2  

Mivel: 𝑥3𝑛 =
1

12 + 
1

22 +
1

32 + ⋯ +
1

𝑛2 +
1

(𝑛+1)2 + ⋯ +
1

(3𝑛−2)2 +
1

(3𝑛−1)2 +
1

(3𝑛)2 =  

= ∑ [
1

(3𝑘−2)2 +
1

(3𝑘−1)2]𝑛
𝑘=1 +

1

9
∙ (

1

12 +  
1

22 +
1

32 + ⋯ +
1

𝑛2)……………………3p 

 

Kapjuk, hogy: ∑ [
1

(3𝑘−2)2 +
1

(3𝑘−1)2]𝑛
𝑘=1  = 𝑥3𝑛 −  

1

9
∙ 𝑥𝑛……………………….1p 

Tehát: 𝑙2 =
𝜋2

6
−

𝜋2

54
=

4𝜋2

27
…………………………………………….….……1p 

                Hivatalból…………………………………………………..…………………….1p 

 

 

3. Feladat 

Az ABC háromszögben az AD szögfelező és a BE oldalfelező a P pontban metszi egymást. 

( , ).D BC E AC   Az AB és CP egyenesek metszéspontja az F pont. A  B ponton át a CF 

egyeneshez húzott párhuzamos a DF egyenest az M pontban metszi. Igazold, hogy DM = BF. 

 

Megoldás:     

                                            

        Ceva tételéből kapjuk, hogy 
𝐵𝐹

𝐹𝐴
∙

𝐴𝐸

𝐸𝐶
∙

𝐶𝐷

𝐷𝐵
= 1 =>  

𝐵𝐹

𝐹𝐴
=

𝐵𝐷

𝐷𝐶
∙   

Thales fordított tételéből következik, hogy: 𝐷𝐹 ∥ 𝐴𝐶……………………………...…….3p 

Mivel 𝐵𝐹𝐷∆~𝐵𝐴𝐶∆ => 
𝐵𝐹

𝐵𝐴
=

𝐹𝐷

𝐴𝐶
  => 𝐵𝐹 =

𝐴𝐵

𝐴𝐶
∙ 𝐹𝐷 ………………………………….2p 

Mivel 𝐵𝐷𝑀∆~𝐶𝐷𝐹∆ => 
𝐷𝑀

𝐹𝐷
=

𝐵𝐷

𝐷𝐶
  ………………………………………….…….……1p 

 

De a szögfelezők tételéből kapjuk, hogy 
𝐵𝐷

𝐷𝐶
=

𝐴𝐵

𝐴𝐶
  => 𝐷𝑀 =

𝐴𝐵

𝐴𝐶
∙ 𝐹𝐷 ………………...2p 

Következik, hogy 𝐷𝑀 = 𝐵𝐹 …………………………………………………..………..1p      

             Hivatalból…………………………………………………………………..…………….1p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

4. Feladat 

 Egy sportversenyen 15 csapat vett részt, és minden csapat minden csapattal egyszer mérkőzött. A       

győzelemért 3, a döntetlenért 2, a vereségért 1 pont járt. A verseny végén minden csapatnak más volt a 

pontszáma, az utolsó 21 pontot szerzett. Bizonyítsuk be, hogy a legtöbb pontot gyűjtött csapat legalább 

egyszer döntetlenül mérkőzött! 

 

 

Megoldás: 

A verseny folyamán a csapatok összesen 
15∙14

2
= 105 mérkozést játszottak. ………….…..2 p  

Mivel egy-egy mérkőzésen pontosan 4 pontot osztottak szét a csapatok között, ezért az összes pontok 

száma 105 · 4 = 420. …………………………………………………………………….…1 p  

Az utolsó helyen végzett csapatnak 21 pontja volt, az előtte végzők rendre legalább 1-1 ponttal többet 

kaptak, így a 15 csapatnak legalább 21+22+23+. . .+35 = 420 pontja volt. Ez éppen megegyezik a 

kiosztott pontok számával, így a győztes csapatnak éppen 35 pontja volt………….…..… 3 p                                                               

Tegyük fel, hogy a 35 pontot csak győzelmekből és vereségekből érték el, és a győzelmek  számát 

jelöljük G-vel, ekkor 14 − G a vereségek száma: 3 · G + 14 − G = 35. 

Mivel a bal oldalon álló kifejezés páros, a jobb oldal páratlan, így nincs az egyenletnek egész megoldása. 

………………………………………………………………………………………….…..2 p 

Tehát a legtöbb pontot szerző csapat biztosan legalább egyszer döntetlenül mérkőzött. …1 p 

             Hivatalból…………………………………………………..……………………………….1p 

 

 


