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1.Feladat

1 1 2 X 2017

Adottak az 4 = (0 1 3>,B = <y> ésC = < 1 ) matrixok, ahol x,y,z € R.
0 0 O z 0

Oldjuk meg az A%°18 - B = ( egyenletet!

2.Feladat

Adott az (x,)n>o valos szamsorozat, melynek altalanos tagja x,, = 1% + ziz + 312 + -4 n_12 . Tudva, hogy

2
lim x,, = % , szamitsuk ki a kovetkez6 hatarértékeket:

n—-oo
. 1 1 1 1
A) L=lim (5+ 2+ 5+ + 1)
] 5 a1 18n%-18n+5
b) L _il—fg (12-22 + 42.52 ot (3n—2)2'(3n—1)2)
3.Feladat

Az ABC haromszogben az AD szogfelezd és a BE oldalfelezd a P pontban metszi egymast.
(DeBC,E € AC). Az AB és CP egyenesek metszéspontja az F pont. A B ponton at a CF egyeneshez

huzott parhuzamos a DF egyenest az M pontban metszi. Igazold, hogy DM = BF.

4.Feladat

Egy sportversenyen 15 csapat vett részt, é¢s minden csapat minden csapattal egyszer mérkézott. A
gybzelemért 3, a dontetlenért 2, a vereségért 1 pont jart. A verseny végén minden csapatnak mas volt a
pontszama, az utols6 21 pontot szerzett. Bizonyitsuk be, hogy a legtobb pontot gyiijtott csapat legalabb
egyszer dontetlentil mérkdzaott!

Megjegyzések:

- Minden feladatot részletesen oldj meg, indokold meg valaszaidat!

- Munkaidé 3 éra.

- Minden feladat helyes megoldasa 10 pontot ér.

- Lényeges altalanositasokért és az els6t6l lényegesen kiilonb6z6 megoldasokért egy feladatra legfeljebb S plusz-pont
jar.
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XI. OSZTALY
1. Feladat
1 1 2 X 2017
Adottak az A = (0 1 3), B = <y> ésC = ( 1 ) matrixok, ahol x,y,z € R.
0 0 O z 0
Oldjuk meg az A%°18 - B = C egyenletet!
Megoldas:
1 n 3n—-1
Matematikai indukcidval igazolhatd, hogy: A™ = <0 1 3 > ..................................... 4p
0 0 0

1 2018 6053 X 2017
Az <0 1 3 > : (y> = 1 egyenletbdl kapjuk, hogy:

0 0 0 z 0
x4+ 2018y + 60532 =2017, Y+ 3Z=16SZER ..ottt 2p
Végil: x=z—-1, y=1—-3z, z€ER

z—1
Tehat: B = (1 — 3z>, AROLZ E R e e 3p
z

Hivatalbol. . .. .. e Ip

2. Feladat

Adott az (x;,)n>0 valds szamsorozat, melynek altalanos tagja x,, = 1—12 + 2% + 3% + -+ % . Tudva, hogy

2
. T s . o 1 O
lim x,, = e szamitsuk ki a kovetkezo hatarértékeket:
n—-oo

. 1 1 1 1
) L =lim (G+s+s+ '“+—(2n_1>z)

. 5 31 18n%-18n+5
b) L —,{‘j{; (12-22 toaeto T (3n—z)2-(3n—1)2)
Megoldas:
ivel- _t, r 1L 1 L o
a) Mivel: x,, = =z + 2 + 2z + -+ —~ + it D2 + -+ a2 T @2

1 1 1 1 1 /(1 1 1 1

—§+ 3—2+§+"'+m+z'(§+ 2—2+§+"'+§) ....................... 2p

i P TR S _ 1
Kapjuk, hogy: Zt gttt GnoDr = X2n T X e 1p
2 2 2
Tehat: ll=n——n—=n— .................................................................. Ip

6 24 8
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18n%-18n+5 1 1
n-2)2-(3n-1)2  (3n-2)2  (3n—-1)2

b) Eszrevessziik, hogy: G

. 1 1, 1 1 1 1 1 1
Mivel xsn =+ et et +tat ot Y e T e T ar -
—yn L L (i .4
=St e s G E ) 3p

. 1 1 1
Kapjuk, hogy: Y- [(3k_2)2 + (3k_1)2] T Xan = g Ko Ip
2 2 2
Tehat: 12:%—%:% .............................................................. Ip
Hivatalbol. ... Ip

Feladat
Az ABC haromszogben az AD szogfelez6 és a BE oldalfelez6 a P pontban metszi egymast.
(D eBC,E € AC). Az AB ¢és CP egyenesek metszéspontja az F pont. A B ponton 4t a CF

egyeneshez huizott parhuzamos a DF egyenest az M pontban metszi. Igazold, hogy DM = BF.

Megoldas:
Ceva tételébdl kapjuk, hogy BEAE D =5 BE_BD,
FA EC DB FA~ DC
Thales forditott tételébdl kovetkezik, hogy: DF | AC.........ccovviiiiiiiiiiiiiiiiieeaan, 3p
Mivel BEDA~BACA=>25 =22 =S BF =28.FD ..., 2p
BA  AC AC
Mivel BDMA~CDFA => 20 = B e 1p
FD ~ DC
o 1 4 Al At : BD _ AB _ _AB
De a szdgfelezok tételébol kapjuk, hogy = = DM = o FD ..o, 2p
Kovetkezik, NOQY DM = BFE ... e e e e Ip

Hivatalbol. ... e 1p
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Feladat

Egy sportversenyen 15 csapat vett részt, és minden csapat minden csapattal egyszer mérkozott. A
gybzelemért 3, a dontetlenért 2, a vereségért 1 pont jart. A verseny végén minden csapatnak mas volt a
pontszama, az utols6 21 pontot szerzett. Bizonyitsuk be, hogy a legtobb pontot gytijtott csapat legalabb

egyszer dontetleniil mérkozaott!

Megoldas:
A verseny folyaman a csapatok sszesen % = 105 mérkozést jatszottak. .................. 2p

Mivel egy-egy mérkézésen pontosan 4 pontot osztottak szét a csapatok kozott, ezért az Gsszes pontok
SZAMA 105 - 4 =420, ..ot e 1p

Az utolso helyen végzett csapatnak 21 pontja volt, az eldtte végzok rendre legalabb 1-1 ponttal tobbet
kaptak, igy a 15 csapatnak legalabb 21+22+23+. . +35 =420 pontja volt. Ez éppen megegyezik a
kiosztott pontok szdmaval, igy a gydztes csapatnak éppen 35 pontja volt..................... 3p

Tegyiik fel, hogy a 35 pontot csak gyézelmekbdl és vereségekbdl érték el, és a gydzelmek szamat
jeloljik G-vel, ekkor 14 — G a vereségek szama: 3 - G+ 14 — G =35.

Mivel a bal oldalon all6 kifejezés paros, a jobb oldal paratlan, igy nincs az egyenletnek egész megoldasa.

Tehat a legtobb pontot szerzd csapat biztosan legaldbb egyszer dontetleniil mérkézott. ... 1 p

3 21 1 0T ) Ip



