
 
 

 

JAVÍTÓKULCS - VII OSZTÁLY 

 

 

 

1.Feladat 

a)  Igazoljuk, hogy bármely 𝑛 ∈ ℕ∗ esetén: 
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b) Oldjuk meg az egyenletet: 
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Megoldás: 

Hívatalból 1 p 

𝑎) 
3

1 ∙ 2
+
4

2 ∙ 3
+
5

3 ∙ 4
+⋯+

𝑛 + 2

𝑛(𝑛 + 1)
= 

= (
1

1 ∙ 2
+
2

1 ∙ 2
) + (

1

2 ∙ 3
+
3

2 ∙ 3
) + ⋯+ (

1

𝑛(𝑛 + 1)
+

𝑛 + 1

𝑛(𝑛 + 1)
) = ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯𝟐 𝐩 

= (
1

1 ∙ 2
+
1

2 ∙ 3
+ ⋯+

1

𝑛(𝑛 + 1)
) + (

1

1
+
1

2
+⋯+

1

𝑛
) = 1 −

1

𝑛 + 1
+ (
1

1
+
1

2
+⋯+

1

𝑛
)⋯⋯ ∙ ⋯⋯𝟏 𝐩 

⇒
3

1 ∙ 2
+
4

2 ∙ 3
+
5

3 ∙ 4
+⋯+

𝑛 + 2

𝑛(𝑛 + 1)
− (
1

2
+
1

3
+⋯+

1

𝑛
) = ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ ∙ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯𝟏 𝐩 

= 1 −
1

𝑛 + 1
+ (
1

1
+
1

2
+⋯+

1

𝑛
) − (

1

2
+
1

3
+⋯+

1

𝑛
) = 2 −

1

𝑛 + 1
< 2⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯∙∙ ⋯ ∙ ⋯ ∙∙ 𝟏 𝐩 

  

𝑏)
𝑥 + 4

5
+
𝑥 + 5

6
+⋯+

𝑥 + 98

99
+
𝑥 + 99

100
=
𝑥

5
+
4

5
+
𝑥

6
+
5

6
+⋯+

𝑥

99
+
98

99
+
𝑥

100
+
99

100
= ⋯⋯ ∙ 𝟏 𝐩 

=
𝑥

5
+
𝑥

6
+⋯+

𝑥

99
+
𝑥

100
+ 1 −

1

5
+ 1 −

1

6
+⋯+ 1 −

1

99
+ 1 −

1

100
= ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯∙ 𝟏 𝐩 

= 𝑥 ∙ (
1

5
+
1

6
+⋯+

1

99
+
1

100
) + (1 + 1 +⋯+ 1 + 1⏟            

96

) − (
1

5
+
1

6
+⋯+

1

99
+
1

100
) = 96⋯⋯ ∙ 𝟏 𝐩 

⇒ 𝑥 ∙ (
1

5
+
1

6
+⋯+

1

99
+
1

100
) − (

1

5
+
1

6
+⋯+

1

99
+
1

100
) = 0 

⇒ 𝑥 = 1⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ ∙ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯𝟏 𝐩 

2.Feladat 

Tekintsük az ABCD egyenlő szárú trapézt, melynek nagyalapja AB. A B pontban az AB egyenesre emelt 

merőleges, a C ponton keresztül az AD egyeneshez húzott párhuzamos egyenest az E pontban metszi. A 

CE és AB egyenesek F pontban metstik egymást. Mutassuk ki, hogy:  

a) a CFB és CEB háromszögek egyenlő szárúak; 

b) [𝐶𝐹] ≡ [𝐶𝐸]; 
c) az ACED négyszög paralelogramma; 

d) A, M, E kollineáris pontok, ahol M a kisalap felezőpontja.  



 
 

Megoldás: 

Hívatalból 1 p 

 

 

 

a) 
𝐴𝐵𝐶𝐷 𝑒. 𝑠𝑧. 𝑡𝑟 ⇒ 𝐴̂ ≡ 𝐵̂
𝐴𝐷 ∥ 𝐹𝐶
𝐴𝐹 𝑠𝑧𝑒𝑙ő

} ⇒ 𝐴̂ ≡ 𝐶𝐹𝐵̂
} ⇒ 𝐶𝐹𝐵̂ ≡ 𝐹𝐵𝐶̂ ⇒ [𝐶𝐹] ≡ [𝐶𝐵] ⇒ 𝐶𝐹𝐵∆ 𝑒. 𝑠𝑧⋯⋯⋯⋯⋯⋯∙ 𝟏 𝐩 

Legyen 𝐷𝐶 ∩ 𝐸𝐵 = {𝐺} 

𝐷𝐺 ∥ 𝐴𝐵
𝐸𝐹 𝑠𝑧𝑒𝑙ő

} ⇒ 𝐸𝐶𝐺̂ ≡ 𝐶𝐹𝐵̂

𝐷𝐺 ∥ 𝐴𝐵
𝐵𝐶 𝑠𝑧𝑒𝑙ő

} ⇒ 𝐺𝐶𝐵̂ ≡ 𝐶𝐵𝐹̂
} ⇒ 𝐸𝐶𝐺̂ ≡ 𝐺𝐶𝐵̂

𝐶𝐺 ⊥ 𝐸𝐵
} ⇒ [𝐵𝐶] ≡ [𝐶𝐸] ⇒ 𝐶𝐸𝐵∆ 𝑒. 𝑠𝑧⋯⋯⋯⋯ ∙∙∙ 𝟑 𝐩 

b) 
[𝐶𝐹] ≡ [𝐶𝐵]

[𝐵𝐶] ≡ [𝐶𝐸]
} ⇒ [𝐶𝐹] ≡ [𝐶𝐸]⋯⋯⋯⋯⋯⋯ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯𝟏 𝐩 

c) 
[𝐵𝐶] ≡ [𝐶𝐸]

[𝐵𝐶] ≡ [𝐴𝐷]
} ⇒ [𝐴𝐷] ≡ [𝐶𝐸]⋯⋯⋯⋯ ∙∙ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯∙ 𝟏 𝐩 

[𝐴𝐷] ≡ [𝐶𝐸]
𝐴𝐷 ∥ 𝐶𝐸

} ⇒ 𝐴𝐶𝐸𝐷 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝑚𝑎⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯𝟏 𝐩 

d) 
𝐷𝐶 á𝑡𝑙ó 𝑎𝑧 𝐴𝐶𝐸𝐷 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝑚á𝑏𝑎𝑛
𝐴𝐸 á𝑡𝑙ó 𝑎𝑧 𝐴𝐶𝐸𝐷 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝑚á𝑏𝑎𝑛

} ⇒ 𝐴𝐸 ∩ 𝐷𝐶 = {𝑀}, 

𝑀 𝑎 𝑘𝑖𝑠𝑎𝑙𝑎𝑝 𝑓𝑒𝑙𝑒𝑧ő𝑝𝑜𝑛𝑡𝑗𝑎 ⇒  𝐴, 𝐸,𝑀 𝑘𝑜𝑙𝑙𝑖𝑛𝑒á𝑟𝑖𝑠⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯∙ 𝟐 𝐩 
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3.Feladat 

Az 𝐴𝐵𝐶 háromszög külső tartományában megszerkesztjük az 𝐴𝐵𝐷𝐸 és 𝐴𝐶𝐹𝐺 négyzeteket. Mutassuk 

ki, hogy: 

a) az 𝐴𝐸𝐺  háromszög 𝐴𝐴′ magassága és az E, illetve G pontokon át az AC, illetve AB-vel húzott 

párhuzamosok konkurensek (összefutó egyenesek); 

b) a B és C pontok egyenlő távolságra vannak az 𝐴𝐴′ egyenestől 

Megoldás: 

Hívatalból 1 p 

 

 

 

Legyen M pont úgy, hogy 𝐸𝑀 ∥ 𝐴𝐶 é𝑠 𝐺𝑀 ∥ 𝐴𝐵. 

Az 𝐸𝑀𝐺∆ − 𝑏𝑒𝑛: 

𝐺𝐴 ⊥ 𝐴𝐶
𝐴𝐶 ∥ 𝐸𝑀

} ⇒ 𝐺𝐴 ⊥ 𝐸𝑀

𝐸𝐴 ⊥ 𝐴𝐵
𝐴𝐵 ∥ 𝐺𝑀

} ⇒ 𝐸𝐴 ⊥ 𝐺𝑀
} ⇒ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯∙ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯𝟐 𝐩 

⇒ 𝐴 𝑝𝑜𝑛𝑡 𝑎 𝐸𝑀𝐺∆ 𝑜𝑟𝑡𝑜𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑢𝑚𝑎 ⇒ 𝑀𝐴 ⊥ 𝐸𝐺

𝐴𝐴′ ⊥ 𝐸𝐺
} ⇒ 𝑀 ∈ 𝐴𝐴′ ⇒ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯𝟏 𝐩 

⇒  𝐴𝐴′, 𝐸𝑀 é𝑠 𝐺𝑀 összefutó egyenesek. ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯𝟏 𝐩 

 

b) Legyen 𝐵𝐵′ ⊥  𝐴𝐴′, 𝐵′ ∈ 𝐴𝐴′ 

𝑚(𝐵𝐴𝐵′̂) = 180° − (90° + 𝑚(𝐸𝐴𝐴′̂))

𝑚(𝐵𝐴𝐵′̂) = 180° − (90° + 𝑚(𝐴𝐵𝐵′̂)
} ⇒ 𝐸𝐴𝐴′̂ ≡ 𝐴𝐵𝐵′̂⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯∙∙ ⋯⋯𝟏 𝐩 

𝐴𝐵𝐵′∆ − 𝑏𝑒𝑛 é𝑠 𝐸𝐴𝐴′∆ − 𝑏𝑒𝑛, 

[𝐴𝐵] ≡ [𝐴𝐸]

𝐴𝐵𝐵′̂ ≡ 𝐸𝐴𝐴′̂
}
𝐴.𝑆𝑧
⇒   𝐴𝐵𝐵′∆≡  𝐸𝐴𝐴′∆⇒ [𝐴𝐴′] ≡ [𝐵𝐵′] (1) ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯𝟏 𝐩 
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Hasonlóan legyen 𝐶𝐶′ ⊥  𝐴𝐴′, 𝐶′ ∈ 𝐴𝐴′⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ ∙ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯𝟏 𝐩 

𝐴𝐶𝐶′∆≡  𝐺𝐴𝐴′∆⇒ [𝐴𝐴′] ≡ [𝐶𝐶′] (2)  ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯𝟏 𝐩 

(1),(2)⇒ [𝐶𝐶′] ≡ [𝐵𝐵′]⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯∙ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯𝟏 𝐩 

 

4.Feladat 

Egy társaságban öt ember találkozik. Megkérdeztük őket, kinek hány ismerőse van ötük között. Miután 

megtudták egymásról, hogy kinek hány ismerőse van, így válaszoltak: (Az ismeretség kölcsönös.) 

A: Négy embert ismerek. 

B: Kevesebb ismerősöm van, mint A-nak. 

C: Ugyanannyi ismerősöm van, mint D-nek. 

D: Eggyel kevesebb ismerősöm van, mint E-nek. 

E: Páratlan számú embert ismerek. 

Vajon C és D ismeri egymást? 

Megoldás: 

Hívatalból 1 p 

 

E válasza alapján, neki 1 vagy 3 ismerőse lehet, tehát C-nek és D-nek vagy 2-2 ismerőse van, vagy nem 

ismernek senkit a társaságból.   ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯𝟐 𝐩 

Mivel az utolsó lehetőség ellentmond A válaszának csak az lehetséges, hogy C-nek és D-nek 2-2 

ismerőse van. ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯𝟐 𝐩 

 Mivel A ismeri a társaság minden tagját, ezért C és D ismeri A-t.  ⋯⋯⋯⋯ ⋯⋯⋯ ⋯⋯⋯⋯ ⋯⋯𝟏 𝐩 

Tehát ha feltételezzük, hogy C és D ismeri egymást, akkor C ismerősei A és D, míg D ismerősei A és C 

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ ∙ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ ⋯𝟏 𝐩  
Vagyis E-nek nem lehet három simerőse (mert ő nem ismerheti C-t és D-t, és így csak A-t és B-t 

ismerheti) Ez viszont ellentmondás.  ⋯ ⋯⋯⋯⋯⋯ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯𝟐 𝐩 

 Tehát C és D nem ismeri egymást.  ⋯⋯⋯⋯ ∙ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯𝟏 𝐩 

  

 
 


