JAVITOKULCS — VIII. OSZTALY

1. Feladat
Igazold, hogy:

J2-1 3++/5
:\/\/5+1 \/— \/_ \/;

B= \/1+ 2016-4/1+2017-2019 € N

Megoldas.
Hivatalboél 1 pont.

a) A nevezoOk gyoktelenitése utan kapjuk, hogy:

A= (VZ-1) +[(35VB) V2B = o 2
=‘\/§—1‘+‘3+\/§‘—«/§—\/_=
=2 21434 VB V2 o VB =2 €N e 2p

b) A kovetkezd atalakitasokat végezziik:

B = \1+2016-+/1+ 20172019 = \/1+ 2016-,[1+2017-(2018+1) =
— 14 2016-+/1+ 20172018+ 2017 = /1+ 2016-/2018+ 2017-2018 =

142016 +/2018 = \T15 20162018 = werveevveeeeerreeesreessreseonns 3p

= [1+2016-(2017 +1) = +/L+2016-2017+ 2016 =

= \J2017+2016-2017 = /20172 =2017 €N .oeovrerrereereerrereereneen, 2
p

2. Feladat
Adottak az a,b,c,d e R, , valamint az

E :\/(a+b)(a+c)+\/(b+c)(b+d) +\/(c+d)(a+c)+\/(d +a)(d+b) kifejezés.

lgazoljuk, hogy: a. E<2(a+b+c+d)
b. E22(@+«/E+\/a+\/£) :

Megoldas.

Hivatalbol 1 pont.



a) Alkalmazzuk a szdmtani és mértani k6zéparanyosok kozotti egyenlétlenséget, igy
irhatjuk, hogy:
a+b+a+c b+c
(a+b)(a+c)< =a+
2 2
b+c+b+d c+d
(b+c)(b+d)< =b+
2 2
c+d+c+a a+d
=Cc+
2 2
d+a+d+b a+b
(d+a)(d+b) < > =d+ 5
Osszeadva a fenti egyenldtlenségeket, kapjuk,hogy:
2(a+b+c+d)

(c+d)(c+a)<

E<a+b+c+d+

b) A szamtani és mértani k6zéparanyosok kozotti egyenldtlensége alapjan:

a+b>2ab
b+c>2vbc
d+c>2dc
a+d >2Jad

Tovabba:

:+>a+b+c+d > \Jab ++bc +/dc +ad (1) ceeeeeenennnnn, 1p

+c22+/bc
\/(a+b)(a+c) Ja? +ac+ab+bc_\/a +a(b+c) +bcb >2

_ (a+«/§) —a++/oc,va,b,ceR’"

\/a +2a+/bc +bc =

Tehdt \(+0)(B+C) 2 @+VDC weveveriereeiriieieieieeeeeeee et 2p

J(b+c)(b+d)>b++/ed
Hasonléan: ( )( ) >C +\/_
(d+a)(d+b)>d

Osszegezve: E>a+b+c+d +\/E+\/E+\/H+\/£ .
Felhasznalva (1) —et kapjuk, hogy E > 2(@%/&%/@%/5) .................... 1p

Megjegyzés:
Alkalmazva a Cauchy-Bunyakovski-Schwarz egyenl6tlenséget a (JE , \/B ) és (\/5 , \/E )

szamparokra:
(VA" 4482+ )2 (Vaa + B =
< (J(a+b)(a+c)>a++/oc



Jb+c)(b+d)>b++/ed
Hasonldan: (C+d)(a+C)ZC+\/£
(d+a)(d+b)>d++ab
3. Feladat
Hosszabbitsuk meg az ABCDA'B'C'D" kocka [AB],[BC] és [BB'] élét a
[BM ] = [AB],[BN] = [BC] , [BP] = [BB '] szakaszokkal. Bizonyitsuk be, hogy:
a. (ACB')H(MNP) ,

b. ACB'A=MNPA
c. az ACB' és MNP haromszogek sulypontjaia BD' egyenesen vannak.

Megoldas.

Hivatalbél 1 pont.
D’ '

i \ a. Az APMB' siknégyszogben az
L B atlok felezik egymast, igy APMB'
Lo ' paralelogramma, tehat PM || AB' (1)

o Hasonléan a B'CPN is paralelogramma és
i NPIB'C (2)
NI P Az (1),(2) parhuzamossagokbol kovetkezik,
AT hogy (ACB')||(MNP)

b. Az el6bbi paralelogrammak és az
L ANMC paralelogramma szemben fekvd
a oldalai kongruensek:

[MN]=[AC]
[NP]=[B'C]!= ACB'A=MNPA 2p
[MP]=[AB]

c. Legyen [B'O] az ACB' haromszog oldalfelezdje.
1
Legyen F € B'O ugy, hogy OF = 3 B'O ,igy F az ACB' haromszog sulypontja.

Legyen B'OﬂBD'z{F'}:D'B'F'A~BOF'A , mert FOB«x=FB'D'<«x és
FBOx=FD'B'«x .

B :2:>£=2:>O—F:O—F:>F=F'. Tehat az ACB'
F'O OB' OB

haromszog F stlypontjaa BD' testatlon van ..ceceeeeeeeeeieiiieeseseensessseesesssesasasesnsasessssens 2p

A hasonlosagi arany



Legyen DB1MN = {O '} . A BNM haromszog egyenl6 szart és BO' szogfelezé is, igy BO'

oldalfelezé is. Legyen G € O'P 1gy, hogy % 2% ,igy G az MNP haromszdg sulypontja.
Legyen D'BNO'P ={G"}, ekkor

[OB]E[BO ]

FBO«=G'BO'« :>OBFA~O'BG'A:[OF]E[O'G']:[O'G']z%[O'P]:G =G".
FOB«x=G'0O'Bx

Tehat az MNP haromszog G salypontja is rajta van a BD ' testatlOn...eeeeeeeeeenenrneneeneeenennn 3p

4. Feladat
Andras és Béla sok ( de 1000-nél kevesebb) egybevago kis kockaval jatszik. Andras kis
kockaibol egy olyan téglatestet rakott 6ssze, melynek élei egymast koveto egész szamok. Béla
a sajat kis kockaibol egy nagyobb kockat tudott 6sszeallitani. Ezutdn Andras elkérte Béla kis

kockait és azok mindegyikét felhaszndlva téglatestjének minden élét 1-gyel meg tudta ndvelni.
Hany kis kockajuk volt 6sszesen?

Megoldas.

Hivatalbél 1 pont.

Kezdetben Andrasnak X(X+1)(X+2) , Bélanak Y° kis Kock&ja vOlteeeeeeereeeeeeerereeeeeeeeennnnn. 2p
Majd Andras (X +1)(X+2)(x +3) kiskockakbol épitett téglatestet. Az adatok alapjan:

X(X+D(x+2)+ Y = (x+D(x+ 2)(x+3) & y* = (x+D(x+ 2)(x +3-X) &

................. 2p
< Y =3(X+D)(x+2)
Azaz 3(X+1)(X +2) kdbszam, vagyis (X+1)(X+2)=9k> ,ahol KEN ..covvrrrvrrererrrrnnee. 1p
. ; , 1000 ,
Tudjuk, hogy 9k*® <1000 = k <T:> k®<111=k® €{1,8,27,64}. .ccevvvrrrrrnrnnen 1p

Ha k®=8= (Xx+1)(x+2)=9-8= X =7. A t5bbi esetben nincs megoldas a természetes
V7211000 Q111012 DN 2p

Andrasnak 7-8-9=504 , Bélanak 3-8-9 =216, dsszesen pedig 720 kiskockajuk volt............... 1p



