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1.Feladat
Az ABC tetszdleges haromszog BC oldalanak a felezépontja M, legyen O a haromszog koré irt kor
kozéppontja, H a haromszdg ortocentruma €és G a haromszog sulypontja.
Igazoljuk, hogy:

a) AH =20M X

b) AH+BH+CH =6-0G;

c) az O, G, H pontok kollinearisak.

Megoldas:Hivatalbél 1p.
a) Legyen T az ABC tetszdleges haromszog koré irt egy
olyan pontja, amelyre AT atméro.
Az ABT haromszogben m ( B« ) =90°, tehat
BT L AB,CH L AB= BT ||HC.(1)
Hasonloan az ACT haromszdgben m(C)= 90°, tehat
CT LAC,BH L AC=CT||BH .(2)

Az (1) és (2) kapjuk, hogy BTCH paralelogramma, M felezépontja a BC atlonak tehat M felez6pontja a
HT atlonak is . Az ATH haromszogben OM kozépvonal tehat OM || AH és , ahonnan kapjuk, hogy

AH =20M . (3p)

Megjegyzés: A feladat megoldhaté az ABH, ~ MNO, hasonlosag felhasznalasaval is.

b) AH +BH +CH =20M + 20N +20P, ahol P az AB oldal felezépontja.
De 20M =0B+0C 20N =0A+0C ¢g 20P =0OA+0B , tehat
AH +BH +CH =20A+20B +20C = 6@( A Leibniz képlet szerint) (3p).
c) A Leibniz képlet szerint OA+OB+0C =30G asik barmely O pontja esetében.

Legyen H -0 = HA+HB+HC = 3H—G, felhasznalva az el6z0 pontban igazolt egyenldséget
kapjuk, hogy 3GH =60G = GH =20G, tehat az az O, G, H pontok kollinearisak. (3p)

2.Feladat
a) Adottak a,b,c (0,) ugy, hogy v/a ++b ++/c =3, igazoljuk, hogy

bc ca 3
+ + <=,
ab’+1 bc’+1 ca’+1 2
b) Hatarozzuk meg, az a,b,c € (0,) tgy, hogy a ++vb ++/c =3 és
ab bc ca
2 + 2 + 2
ab“+1 bc°+1 ca“+1

3
2

Megoldas: Hivatalbol 1p.
Felhasznalva a szamtani és mértani kozepek kozotti 0sszefliggést kapjuk, hogy:

ab ab ab ﬁ

1 1
< = < = <
ab?>+1” 2bJa  ab’+1” 2bJa  ab?+1l” 2

ab? +1> 2y/ab? = ab? +1> 2b/a ,(2p) ahonnan
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bc <ﬁ ca <£
bc 2+1‘ 2 'ca’+1l
be_, J’ J’ J’ 3

ab2+1 bc’ +1 ca? +1 2 2

b) ab + be A =§:> ab® +1= 2b\/_ bc? +1=2cv/b,ca’ +1= 2a\/Evagylsaszamtan1
ab’*+1 bc’+1 ca’+1 2

kozép egyenld a mértani kozéppel, ahonan kapjuk, hogy a szamok egyenloek, tehat
ab’ =1,bc* =1,ca? =1=> (abc)’ =1= abc =1.

Hasonloan kapjuk, hogy , 0sszeadva a kapott egyenldtlenségeket kovetkezik,

hogy (4 )

Beszorozva az utolsd egyenléséget b-vel és felhasznalva, hogy ab® =1 kapjuk, hogy ¢ =D, hasonloéan
a=Db,tehat a=b=c=1.(3p)

3.Feladat
Adott az ABC hegyesszogili haromszog és M e [BC] egy valtozé pont. Legyenek E és F, a M-bdl az AB,

illetve AC-re htizott mer6legesek talppontja.
2

a) Mutassuk ki, hogy b4T T <ME? +MF? , ahol T az az ABC haromszog teriilete.

b) lgazoljuk, hogy ME’ +MF?* <max{hZ,hZ} , ahol h, és h, pedig a B-bél, illetve C-bsl huzott

magassagokat jeloli.

Megoldas: Hivatalbol 1p.
c-ME b-MF

T =T +Tacn = > + 5 = (2p)

2T =c-ME +b-MF = 4T? =¢?-ME? +b*-MF? + 2bc- ME - MF . P
Felhasznalva a szamtani és mértani kozepek kozotti

Osszefliggést kapjuk, hogy N . F
2. 2 2‘ 2 E

(b-ME) (c-MF) < 2 ME erc ME® ’i ‘
g C
B M

2bc-ME - MF <b®-ME? +¢*-MF?.(2p)

Behelyettesitve az el6z6 egyenléségbe, kapjuk, hogy

4T <¢®-(ME* +MF?)+b’-(ME* + MF?) = 4T* <(b” +¢*)-(ME* + MF*) =

4T?

b? +c?

—— <ME? + MF°.(2p)

A BNC haromszogben ME || NC = I\:E MB = ME = MB-h, (1p)
a a

c

MF |\/|C MC-
_ ahb.(lp)

Hasonléan a BPC haromszégben MF || BP = e = MF =

a
b
2 2 2 2 2 2
MBZh MC hb<max{hbz,hc}MC +2MB

a a’ a

MC? + MB? _ MC? +2MB-MC + MB* _(MB+MC)’
a2 = a2 = 22

ME? + MF? < max {h?,h?} .(p)

ME? + MF2 =

, de

=1, ahonnan kapjuk, hogy
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4.Feladat

Egy matematikaverseny megyei szakaszara 264 tanul6 nevezett be. Az iskolak negyede 8 tanuloval
nevezett be, a tobbi iskola mindegyike 6 vagy 7 tanuldval jelentkezett.

Hény iskolabol jelenkeztek iskolanként 6, 7 vagy 8 tanuloval?

Megoldas: Hivatalbél 1p.

Jeloljiik a,b, c-vel azon iskolak szamat, amelyek rendre 6, 7 vagy 8 tanuloval jelentkeztek a versenyre.

A feltétel szerint ¢ = a+Tb+C =3c=a+b.(3p)

Mivel 6sszesen 264 tanuld nevezett be felirhato, hogy a 6a+ 7b +8c =264 = 6a+ 7b + 8a—;b =264,

ahonnan kapjuk, hogy 26a+29b =792 .(3p)

a=30+£—b—3—b:>a=30—b+3-4—_b,tehét 4-b=26k=>b=4-26k,keZ=k=0.
26 26 26

Tehat a=26,b=4,¢c=10.(3p)

Megjegyzések:

- Minden feladatot részletesen oldj meg, indokold meg valaszaidat!

- Munkaidé 3 éra.

- Minden feladat helyes megoldasa 10 pontot ér.

- Lényeges altalanositasokért és az elsotol lényegesen kiilonb6z6 megoldasokért egy feladatra legfeljebb 5 plusz-pont
jar.



